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SUR LES “ESPACES DE SONINE” ASSOCIE´S PAR
DE BRANGES A` LA TRANSFORMATION DE FOURIER
JEAN-FRANC¸OIS BURNOL
Re´sume´. Nous avons obtenu des formules explicites repre´sentant les
fonctions E(z) apparaissant dans la the´orie des “Espaces de Sonine”
associe´s par De Branges a` la transformation de Fourier.
On the “Sonine Spaces” associated by de Branges to the Fourier
Transform
Abstract. We have obtained explicit formulae representing the func-
tions E(z) arising in the theory of the “Sonine Spaces” associated by
De Branges to the Fourier Transform.
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1. Espaces et Fonctions de de Branges
Nous commencerons par rappeler quelques e´le´ments de base de la the´orie de
de Branges des “Espaces de Hilbert de fonctions entie`res” [2]. Tout ce dont
nous aurons besoin est aussi expose´ et de´montre´ dans les pages 220 a` 228
du livre [7] de Dym et McKean. Soit L une droite dans le plan complexe,
bordant un demi-plan ouvert L+ qui est toujours chez de Branges le demi-
plan supe´rieur et qui sera toujours chez nous le demi-plan Re(s) > 1/2.
Soit w# le syme´trique orthogonal du nombre complexe w par rapport a`
L, et notons F#(w) = F (w#). Pour tout espace non nul de Hilbert de
fonctions entie`res tel que (a) l’e´valuation en chaque w est continue, (b)
F 7→ F# est une isome´trie (anti-unitaire), et (c) si F (γ) = 0 alors G(w) =
(w − γ#)/(w − γ)F (w) appartient a` l’espace et est de meˆme norme que F ,
il existe par un the´ore`me de de Branges une (non unique) fonction entie`re
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E(w) telle que |E(w)| > |E(w#)| pour tout w ∈ L+ et telle que l’espace
de fonctions entie`res conside´re´ co¨ıncide isome´triquement avec l’espace B(E)
de´fini ainsi : F est dans B(E) si F (w)/E(w) est dans l’espace de Hardy
H2(L+) et si F
#(w)/E(w) l’est aussi. La norme hilbertienne est obtenu par
la premie`re inclusion dans H2(L+). Il faut pre´ciser quel multiple de la mesure
de Lebesgue est pris sur la droite L : chez de Branges L = R avec la mesure
de Lebesgue, chez nous L = 1/2 + iR avec 1/2pi fois la mesure de Lebesgue.
Un autre the´ore`me de de Branges nous informe que B(E) de´fini ainsi est
toujours non nul et est un espace de Hilbert, pour toute fonction entie`re
E(w) satisfaisant a` la condition ci-dessus.
De plus on sait calculer exactement en fonction de E les produits scalaires
entre e´valuateurs. Dore´navant L+ = {Re(s) > 1/2}. Alors w# = 1− w. On
supposera que la “condition de re´alite´” est satisfaite, c’est-a`-dire que pour
tout F (w) dans l’espace F (w) est dans l’espace avec la meˆme norme. On
peut alors choisir E(w) de sorte que E(w) = E(w). On e´crit E = A − iB
avec A “paire” (A(1 − w) = A(w)) et B “impaire”. Les fonctions A et B
ont tous leurs ze´ros sur la droite critique. Les autres fonctions E de´finissant
le meˆme espace (avec la meˆme norme) et re´elles sur l’axe re´el sont connues
exactement : il s’agit des fonctions kA−iB/k pour k ∈ R, k 6= 0. La fonction
(la condition de re´alite´ est ici suppose´e ve´rifie´e)
K(z1, z2) =
E(z1)E(z2)− E(1− z1)E(1− z2)
z1 + z2 − 1(1)
K(z1, z2) = 2
(−iB(z1))A(z2) +A(z1)(−iB(z2))
z1 + z2 − 1(2)
est comme fonction de z2 e´gale a` l’e´valuateur en z1 et comme fonction de z1
e´gale a` l’e´valuateur en z2.
2. Espaces de Sonine
Soit λ > 0. Soit F la transformation de Fourier (F(φ)(x) = ∫
R
exp(2piixy)φ(y)dy).
Il est connu classiquement (voir [6, sect. 2.9]) que L2(−λ, λ)+FL2(−λ, λ) est
un sous espace ferme´ de l’espace de Hilbert L2(R) (cela se de´duit aise´ment
en particulier du caracte`re compact de l’ope´rateur (a` noyau) Fλ = PλFPλ,
ou` Pλ est la projection orthogonale sur L
2(−λ, λ)). Bien suˆr il s’agit d’un
sous-espace propre et son comple´ment perpendiculaire est donc non-nul :
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il s’agit de l’espace de Hilbert des fonctions de carre´s inte´grables, nulles et
de Fourier nulles dans (−λ, λ). Suivant de Branges [2], nous dirons qu’une
fonction est une fonction de Sonine si elle satisfait a` cette condition.
L’argument le plus simple pour montrer concre`tement l’existence de fonc-
tions de Sonine nous a e´te´ communique´ par le Professeur Kahane 1 : en
appliquant un polynoˆme approprie´ en x et d/dx a` la distribution de Poisson∑
n∈Z δ(x−n), on obtient une distribution tempe´re´e nulle et de Fourier nulle
dans (−A,A) avec A arbitraire. Apre`s re´gularisation par multiplication et
convolution additive par des fonctions tests approprie´es on obtient une fonc-
tion (non-nulle . . . ) dans la classe de Schwartz (donc de carre´ inte´grable)
ayant la proprie´te´ de Sonine, avec λ > 0 arbitrairement grand.
Dans [5] nous montrons que la convolution multiplicative permet d’associer
a` toute distribution ayant la proprie´te´ d’annulation de Sonine une formule
de co-Poisson portant sur des fonctions de Sonine, et qui ge´ne´ralise les for-
mules de co-Poisson associe´es dans [4] a` la fonction dzeˆta de Riemann et
aux se´ries L de Hecke-Tate. Il apparaˆıt d’ailleurs fort utile pour l’e´tude
des fonctions de carre´s inte´grables de de Branges-Sonine de disposer de
re´sultats ge´ne´raux sur les distributions ayant la meˆme proprie´te´ d’annu-
lation (proprie´te´ qu’il convient aussi de ge´ne´raliser, par exemple en rem-
plac¸ant la condition “nulle dans (−λ, λ)” par la condition “polynomiale
dans (−λ, λ) de degre´ ≤ M”). Dans la suite nous nous restreignons aux
fonctions et distributions paires2, pour lesquelles F devient la transforme´e
en cosinus F+(φ)(x) = 2
∫∞
0 cos(2pixy)φ(y)dy. Nous de´signons par Kλ l’es-
pace des fonctions de Sonine paires et de carre´s inte´grables. Nous utiliserons
le re´sultat suivant :
The´ore`me 1 ([5]). Soit D une distribution tempe´re´e paire qui s’annule sur
(−λ, λ). On (rappelle que l’on) peut donner un sens a` D̂(s) = ∫∞0 D(t)t−sdt
comme fonction analytique de s pour Re(s) ≫ 1. Si F+(D) est a` nouveau
nulle dans (−λ, λ) alors D̂(s) est une fonction entie`re de s, qui a des ze´ros
triviaux en −2n, n ∈ N. De plus on a l’e´quation fonctionnelle
pi−s/2Γ(s/2)D̂(s) = pi−(1−s)/2Γ((1− s)/2)F̂+(D)(1− s)
1Lettre adresse´e a` l’auteur, Mars 2002
2Quelques ajustements simples partout dans ce qui suit comme remplacer les cosinus
par des sinus donnent la the´orie pour le cas impair
4 JEAN-FRANC¸OIS BURNOL
Conside´rons alors l’espace de Hilbert non-nul Sλ des fonctions entie`res F (w) =
pi−w/2Γ(w/2)f̂ (w), ou` f parcourt Kλ. Il est aise´ de ve´rifier que Sλ ve´rifie les
axiomes (a), (b), et (c), et est donc un espace de de Branges, par rapport a`
la droite critique, et qui ve´rifie la condition de re´alite´ (De Branges [1, 2] a
associe´ plus ge´ne´ralement de tels espaces aux transformations de Hankel de
parame`tre ν, ν > −1). Le proble`me (qui est e´quivalent a` celui du calcul des
produits scalaires entre e´valuateurs dans Kλ) e´tait donc pose´ de de´terminer
les fonctions entie`res Aλ(w), Bλ(w) et Eλ(w) = Aλ(w)− iBλ(w) qui permet-
tent d’e´crire l’identite´ (y-compris pour la norme) Sλ = B(Eλ). Nous donnons
dans la pre´sente Note une solution explicite a` ce proble`me.
3. Un proble`me de projection orthogonale
Soit Pλ la projection orthogonale sur L
2(−λ, λ) et P˜λ = FPλF∗ = F∗PλF
la projection sur F(L2(−λ, λ)). Soit L2(R)pair l’espace des fonctions paires
avec comme norme ‖f‖2 = ∫∞0 |f(t)|2dt. Sur L2(R)pair on a P˜λ = F+PλF+.
Soit Kλ son sous-espace de Sonine, et Gλ = Pλ(L
2(R)pair) + P˜λ(L
2(R)pair).
Lemme 2. L’espace de Sonine Kλ est le noyau de l’ope´rateur Pλ+ P˜λ (sur
L2(R)pair). La restriction de cet ope´rateur a` Gλ est auto-adjoint et de Fred-
holm (i.e. de la forme 1+compact) et est inversible. La projection orthogo-
nale de f ∈ L2(R)pair sur Gλ est (Pλ + P˜λ)−1(Pλ(f) + P˜λ(f)).
Si Pλ(f)+ P˜λ(f) = 0 alors g = Pλ(f) = −P˜λ(f) = 0 et f est dans Kλ. Donc
si k ∈ Gλ a la meˆme image sous Pλ + P˜λ que f alors f − k est dans Kλ et k
est la projection orthogonale de f sur Gλ. Conside´rons φ : L
2(−λ, λ)pair ⊕
L2(−λ, λ)pair → Gλ qui envoie (u, v) sur u + F+(v). L’ope´rateur borne´
φ est injectif et surjectif donc un isomorphisme topologique qui conjugue
Pλ + P˜λ a` l’ope´rateur (lui-aussi auto-adjoint) (u, v) 7→ (u + Fλv, Fλu + v),
avec Fλ = PλF+Pλ compact auto-adjoint de norme strictement infe´rieure
a` 1. L’inverse de cet ope´rateur est (u, v) 7→ ((1 − Dλ)−1(u − Fλv), (1 −
Dλ)
−1(−Fλu+ v)). Dans cette formule Dλ = F 2λ peut-eˆtre remplace´ par le
noyau PλF∗PλFPλ puisqu’il n’agit que sur des fonctions paires. On note
que Fλ a les meˆmes vecteurs propres que Dλ : ce sont les “fonctions prolates
sphe´roidales” (paires) e2n, n ≥ 0 ([9]). Ainsi :
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Lemme 3. Les vecteurs propres de l’ope´rateur (dans Gλ) de Fredholm Pλ+
P˜λ sont les vecteurs e2n±F+(e2n), n ∈ N. Ils forment une base orthogonale
de Gλ puisque l’ope´rateur est auto-adjoint.
Il est donc possible d’e´crire la projection orthogonale sur l’espace de Sonine
en utilisant la base orthogonale de Gλ ci-dessus, mais nous ne ferons pas
usage de telles formules.
Remarque 1. L’auteur doit a` M. Balazard et E´. Saias (communication
prive´e, de´cembre 2001) l’observation que les fonctions sphe´roidales per-
mettent d’e´crire une base orthogonale de Gλ (leur base orthogonale diffe`re
le´ge`rement de celle apparaissant ici).
Si l’on combine les formules pre´ce´dentes on obtient :
The´ore`me 4. Soit f(x) une fonction paire de carre´ inte´grable. Sa projec-
tion orthogonale sur l’espace de Sonine Kλ est donne´e par la formule :
piλ(f) = f−(1−Dλ)−1
(
Pλ(f)−FλF+(f)
)
−F+(1−Dλ)−1
(
PλF+(f)−Fλ(f)
)
On a Fλ = PλF+Pλ et Dλ = F 2λ agissant sur L2(−λ, λ)pair. On peut rem-
placer Dλ par le noyau sin(2piλ(x− y))/pi(x− y) restreint a` L2(−λ, λ)pair.
Corollaire 5. Si f |(−λ,λ) = 0 alors
piλ(f) = f
∣∣∣
|t|>λ
−
(
F+(1−Dλ)−1PλF+(f)
)∣∣∣
|t|>λ
Si f = F+(f) alors
piλ(f) = f − (1 +F+)(1 + Fλ)−1Pλ(f)
Si f = −F+(f) alors
piλ(f) = f − (1−F+)(1− Fλ)−1Pλ(f)
4. Deux remarquables distributions ayant la proprie´te´ de
Sonine
Nous appliquons formellement la projection orthogonale aux distributions
paires invariante et anti-invariante sous Fourier : δ−λ(t)+δλ(t)+2 cos(2piλt)
et δ−λ(t) + δλ(t)− 2 cos(2piλt) et cela nous me`ne a`
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Definition 1. On pose
Aλ(t) = δ−λ(t)+ δλ(t)+2 cos(2piλt)−
(
(1+F+)(1+Fλ)−1(2 cos(2piλy))
)
(t)
−iBλ(t) = δ−λ(t)+δλ(t)−2 cos(2piλt)+
(
(1−F+)(1−Fλ)−1(2 cos(2piλy))
)
(t)
The´ore`me 6. Les distributions paires tempe´re´es Aλ(t) et −iBλ(t) ont la
proprie´te´ de Sonine : elles sont nulles et de Fourier nulles dans l’inter-
valle (−λ, λ). Elles sont respectivement invariante et anti-invariante sous
Fourier.
Definition 2. On pose
ψλ+(t) = 2 cos(2piλt) −F+
(
(1 + Fλ)
−1Pλ(2 cos(2piλy))
)
(t)
ψλ−(t) = 2 cos(2piλt) +F+
(
(1− Fλ)−1Pλ(2 cos(2piλy))
)
(t)
The´ore`me 7. La fonction entie`re paire ψλ± est (l’unique) fonction entie`re
dont la restriction a` (−λ, λ) est (1 ± Fλ)−1(2 cos(2piλy)). Elle est aussi
l’unique fonction solution de l’e´quation φ(x)±F(φ|(−λ,λ))(x) = 2 cos(2piλx).
On a Aλ = ψ
λ
+ + F(ψλ+) et −iBλ = −ψλ− + F(ψλ−).
5. Les fonctions E(w), A(w), B(w) pour les espaces de Sonine
Nous avons de´montre´ le re´sultat suivant :
The´ore`me 8. Soit
Eλ(w) = pi−w/2Γ(w/2)
(
λ1/2−w +
√
λ
2
∫ ∞
λ
(ψλ+(t)− ψλ−(t))t−wdt
)
L’inte´grale est absolument convergente pour Re(w) > 0. La fonction Eλ(w)
est une fonction entie`re satisfaisant la condition de de Branges pour le demi-
plan Re(s) > 1/2 et l’espace B(Eλ) co¨ıncide (isome´triquement) avec l’espace
Sλ des transforme´es de Mellin comple´te´es des fonctions de Kλ.
Nous esquissons la de´monstration. On notera Xλw(t) l’unique e´le´ment de
Kλ tel que ∀f ∈ Kλ
∫∞
0 f(t)t
−wdt =
∫∞
0 f(t)Xw(t)dt (pour Re(w) ≤ 1/2
la premie`re inte´grale est un prolongement analytique). Pour Re(w) > 1/2
la formule pour la projection orthogonale permet d’e´crire “explicitement”
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Xλw(t), et on voit en particulier que X
λ
w(t) − t−w est la restriction a` t > λ
d’une fonction entie`re. L’ide´e est de calculer la distribution (td/dt+w)Xλw(t) :
en effet on peut montrer en partant de la formule 2 que (la transforme´e de
Mellin comple´te´e de) la partie invariante sous Fourier de cette distribu-
tion sera un multiple (re´el positif lorsque w ∈ (1/2,+∞)) d’une fonction
Aλ(z) possible, et que (la transforme´e de Mellin comple´te´e de) la partie
anti-invariante sous Fourier sera un multiple d’une fonction −iBλ(z). Or
le calcul montre que la partie invariante de (td/dt + w)Xλw(t) est multiple
de la distribution remarquable Aλ(t) de´finie pre´ce´demment et que la par-
tie anti-invariante est multiple de −iBλ(t). Une e´tude plus pousse´e permet
d’affirmer que la combinaison
√
λ/2(Aλ − iBλ)(t) a comme transforme´e de
Mellin (comple´te´e par le facteur Gamma) une fonction Eλ(w) possible pour
l’espace de Hilbert de de Branges Sonine Sλ. La de´monstration donne aussi :
The´ore`me 9. Il y a co¨ıncidence entre Eλ(w) et
√
λ fois la valeur du “saut”
de l’e´valuateur (“euclidien”) Zλw(t) = pi
−w/2Γ(w/2)Xλw(t) en t = λ.
Il est inte´ressant que certaines quantite´s apparaissant dans cette e´tude et
lie´es au noyau de Dirichlet jouent un roˆle dans l’e´tude de son de´terminant de
Fredholm sur un intervalle fini, de´terminant dont on connaˆıt l’importance
dans la the´orie des matrices ale´atoires [8].
Re´fe´rences
1. L. de Branges, Self-reciprocal functions, J. Math. Anal. Appl. 9 (1964) 433–457.
2. L. de Branges, Espaces de Hilbert de Fonctions Entie`res, Masson, Paris, 1972.
3. J.-F. Burnol, Sur certains espaces de Hilbert de fonctions entie`res, lie´s a` la transfor-
mation de Fourier et aux fonctions L de Dirichlet et de Riemann, C. R. Acad. Sci.
Paris 333 (2001), se´rie I, 201-206.
4. J.-F. Burnol, On Fourier and Zeta(s), Habilitationsschrift, math/0112254. Article
soumis.
5. J.-F. Burnol, Co-Poisson Intertwining : Distribution and Function Theoretic Aspects,
en pre´paration.
6. H. Dym, H.P. McKean, Fourier series and integrals, Academic Press, 1972.
7. H. Dym, H.P. McKean, Gaussian processes, function theory, and the inverse spectral
problem, Academic Press, New York-London, 1976.
8. M. L. Mehta, Random Matrices, 2nd ed., Academic Press, San Diego, 1991.
9. D. Slepian, Some comments on Fourier analysis, uncertainty and modeling, SIAM
Review 25 (1983), No. 3, 379-393.
